Ő. Ą. Ăřşÿăŋ£ŋ

ŚĹŇŇĚŠŘĹŮŊŻĚ §ŁŐĄĹĚĆŻ ŇĂŠŘĹŰŻ Ś ŐĎĹŊĂŁŐĆŻŇĹ ĎĹĂČŐŊĂŃĲŊŻŇĹ İŃĚŇĚŊŠĂŇĹ

Ŕřěďńăčăěšś£ ŋăąőř šěśšőć, śőśšăćńěŋŋżţ ďń£ śĺňňěšřĺůŋżţ £łőąĺěćżţ ňăšřĺű [1] ŕőř£ďłă n ś őďĺŋăłőćżňĺ ďĺăčőŋăńĳŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ, ĺňě¿źĺţ ćĺď (c ≠ 0)

A_n = d c c d c c d c ... ... ... c d c c d

. (1)

Ćżůĺśńěŋĺě řăśśňăšřĺćăěňżţ ğďěśĳ ţăřăłšěřĺśšĺł ňăšřĺűż (1) ŕřőćőďĺšś£ ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň śšăŋďăřšŋżţ ŕřĺěňőć řěÿěŋĺ£ řăğŋőśšŋżţ şřăćŋěŋĺľ. İšő ćăęŋő ć ňěšőďĺůěśłőň őšŋőÿěŋĺĺ, ŕőśłőńĳłş ŕőďůěřłĺćăěšś£ čńşąőłă£ ćğăĺňőść£ğĳ ůĺśńěŋŋżţ ňěšőďőć ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřż ĺ řăğŋőśšŋżţ ňěšőďőć řěÿěŋĺ£ ğăďăů ňăšěňăšĺůěśłőľ ťĺğĺłĺ [2]. Řěğşńĳšăšż, ŕőńşůěŋŋżě ć őąźěň ćĺďě, ĺńń¿- śšřĺřş¿šś£ ŕřĺňěřőň őďŋőčő šĺŕă ňăšřĺű, łőšőřżľ ůăśšő ćśšřěůăěšś£ ć ŕřăłšĺůěśłĺţ řăśůěšăţ.

1. Ćżůĺśńěŋĺě őŕřěďěńĺšěń£

Ŕőńşůĺň řěłşřřěŋšŋőě śőőšŋőÿěŋĺě ďń£ őŕřěďěńĺšěń£ ňăšřĺűż (1). Ďń£ ¡šőčő řăğńőęĺň őŕřěďěńĺšěńĳ ŕő ŕěřćőľ śšřőłě:

det (A_n) = d det (A_{n−1}) + (−1)^3c

| | | | | | | | | | | c c d c c d c ... ... ... c d c c d

| | | | | | | | | | | .

Řăğńőęĺć ŕőśńěďŋĺľ őŕřěďěńĺšěńĳ ŕő ŕěřćőňş śšőńąűş, ŕőńşůĺň ĺśłőňőě řěłşřřěŋšŋőě śőőšŋőÿěŋĺě:

det (A_n) = d det (A_{n−1}) − c^2 det (A_{n−2}) .

Ŕőńőęĺň n = n + 2. Šőčďă ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ det (A_n) ĺňěěň řăğŋőśšŋőě şřăćŋěŋĺě

det (A_{n+2}) − d det (A_{n+1}) + c^2 det (A_n) = 0

ś ŋăůăńĳŋżňĺ şśńőćĺ£ňĺ det (A_1) = d, det (A_2) = d^2 − c^2.

Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőě şřăćŋěŋĺě q^2 − dq + c^2 = 0

ĺňěěš łőřŋĺ

q_{1,2} = d ± √ d^2 − 4c^2 2 . Řăśśňőšřĺň ďćă ćőğňőęŋżţ śńşůă£.

1) Ŕşśšĳ q_1 = q_2, š.ě. |d| = 2 |c|. Šőčďă őąźěě řěÿěŋĺě ćżŕĺśăŋŋőčő řăğŋőśšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ĺňěěš ćĺď det (A_n) = a q^n_1 + b n q^n_1 = q^n_1 (a + bn).

Ĺğ ŋăůăńĳŋżţ şśńőćĺľ ŋăľďěň, ůšő a = b = 1. Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ řăśśňăšřĺćăěňőčő śńşůă£ q_1 = d 2 ĺ őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż (1) ćżůĺśń£ěšś£ ŕő ťőřňşńě

det (A_n) = ( d 2 )_n (1 + n). (2)

Őšś¿ďă ćĺďŋő, ůšő ć śőőšćěšśšćĺĺ ś łřĺšěřĺěň Śĺńĳćěśšřă ňăšřĺűă (1) ŕřĺ |d| = 2 |c| ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă, ěśńĺ d > 0, ĺ őšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă, ěśńĺ d < 0.

2) Ŕşśšĳ šěŕěřĳ q_1 ≠ q_2, š.ě. |d| ≠ 2 |c|. Šőčďă őąźěě řěÿěŋĺě řăğŋőśšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ĺňěěš ćĺď

det (A_n) = α q^n_1 + β q^n_2 .

Ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ α ĺ β ćżŕĺÿěň ĺğ ŋăůăńĳŋżţ şśńőćĺľ ńĺŋěľŋş¿ śĺśšěňş ĺğ ďćşţ şřăćŋěŋĺľ

det (A_1) = d = α q_1 + β q_2, det (A_2) = d^2 − c^2 = α q^2_1 + β q^2,

řěÿěŋĺěň łőšőřőľ £ćń£¿šś£ α = d^2 − c^2 − dq_2

q^2_1 − q_1q_2 = q^2_1 q^2_1 − q_1q_2 = q_1 q_1 − q_2 , β = d^2 − c^2 − dq_1

q^2 − q_1q_2 = q^2 q^2 − q_1q_2 = q_2 q_2 − q_1 . Śńěďőćăšěńĳŋő,

det (A_n) = q^{n+1}_1 − q^{n+1}_2 q_1 − q_2

. (3)

Ŕőśłőńĳłş q_1 − q_2 = √ d^2 − 4c^2, šő

det (A_n) = ( d + √ d^2 − 4c^2 )_{n+1} − ( d − √ d^2 − 4c^2 )_{n+1} 2^{n+1} √ d^2 − 4c^2 . Ěśńĺ d^2 > 4c^2, šő ĺğ ŕőśńěďŋěľ ğăŕĺśĺ śńěďşěš, ůšő ŕő łřĺšěřĺ¿ Śĺńĳćěśšřă ňăšřĺűă (1) ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă, ěśńĺ d > 0, ĺ őšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă, ěśńĺ d < 0.

Ěśńĺ d = 0, šő

det (A_n) = (√ −4c^2 )_{n+1} − ( − √ d^2 − 4c^2 )_{n+1} 2^{n+1} √ −4c^2 = i^n|c|^n ( 1 − (−1)^{n+1} 2 ) . Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕřĺ d = 0 ňăšřĺűă (1) ćżřőęďěŋă ďń£ ŋěůěšŋżţ n ĺ ŋě ćżřőęďěŋă ďń£ ůěšŋżţ n.

Ěśńĺ d^2 < 4c^2, šő ćżřăęěŋĺě (3) ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ŕő-ďřşčőňş. Ŕřěőąřăğşěň łőřŋĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

q_{1,2} = d ± √ d^2 − 4c^2 2 = d ± 2|c| √ (d/2c)^2 − 1 2 = d 2 ± |c| √( d 2c )_2 − 1 = c d 2c ± i|c| √ 1 − ( d 2c )_2 . Ŕőśłőńĳłş |d/2c| < 1, šő őąőğŋăůĺň cos φ = d 2c ; šěň śăňżň, ¡šĺ łőřŋĺ ňőčşš ążšĳ ğăŕĺśăŋż ć ŋőřňăńĳŋőľ šřĺčőŋőňěšřĺůěśłőľ ťőřňě ć ćĺďě

q_{1,2} = c (cos φ ± i sin φ), ěśńĺ c > 0, q_{1,2} = c (cos φ ∓ i sin φ), ěśńĺ c < 0.

Ś šőůŋőśšĳ¿ ďő őąőğŋăůěŋĺ£ łőřŋěľ ¡šĺ ďćě ğăŕĺśĺ śőćŕăďă¿š. Ćżąěřěň ďń£ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ ğăŕĺśĳ, śőőšćěšśšćş¿źş¿ śńşůă¿ c > 0. Šőčďă ćżřăęěŋĺě (3) ŕřĺňěš ćĺď:

det (A_n) = c^{n+1}(cos φ + i sin φ)^{n+1} − c^{n+1}(cos φ − i sin φ)^{n+1} 2ci sin φ = 2c^{n+1}i sin (n + 1) φ 2ci sin φ = = c^n sin (n + 1) φ

sin φ = c^n sin ((n + 1) arccos (d/(2c)) sin (arccos (d/(2c)) = c^n U_n(d/(2c)), čďě U_n(d/(2c)) | ňŋőčőůńěŋ Ůěążÿěćă ćšőřőčő řőďă.

2. Ćżůĺśńěŋĺě őąřăšŋőľ ňăšřĺűż

Ćżůĺśńěŋĺě őąřăšŋőľ ňăšřĺűż ¡łćĺćăńěŋšŋő řěÿěŋĺ¿ ňăšřĺůŋőčő şřăćŋěŋĺ£ A_n X = E, čďě E | ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă ŕőř£ďłă n. Śšőńąűż x^{(j)} = ( x^{(j)}_1 , x^{(j)}_2 , . . . , x^{(j)}_n )_T (j = 1, 2, . . ., n) őąřăšŋőľ ňăšřĺűż X şďőćńěšćőř£¿š řăğŋőśšŋżň şřăćŋěŋĺ£ň (k = 1, 2, . . ., n)

c x^{(j)}_{k−1} + d x^{(j)}_k + c x^{(j)}_{k+1} = δ^j_k =

0, ŕřĺ k < j, 1, ŕřĺ k = j, 0, ŕřĺ k > j ś łřăěćżňĺ şśńőćĺ£ňĺ x^{(j)}_0 = 0 ĺ x^{(j)}_{n+1} = 0. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőě şřăćŋěŋĺě c q^2 + dq + c = 0 ćżŕĺśăŋŋőľ řăğŋőśšŋőľ ğăďăůĺ ĺňěěš łőřŋĺ q_{1,2} = −d ± √ d^2 − 4c^2 2c . Řăśśňőšřĺň ďćă ćőğňőęŋżţ śńşůă£.

1) Ŕşśšĳ q_1 = q_2, š.ě. |d| = 2 |c|. Šőčďă j-ľ śšőńąěű őąřăšŋőľ ňăšřĺűż ğăŕĺÿěšś£ ć ćĺďě x^{(j)}_k = C^′_1 q^k_1 + C^′_2 k q^k_1 = (C^′_1 + C^′_2 k) q^k_1 , k ≤ j, x^{(j)}_k = C^{′′}_1 q^k_1 + C^{′′}_2 k q^k_1 = (C^{′′}_1 + C^{′′}_2 k) q^k_1 , k ≥ j, čďě C^′_1, C^′_2, C^{′′}_1 , C^{′′}_2 | łőŋśšăŋšż, ŕőďńěęăźĺě őŕřěďěńěŋĺ¿. Ĺğ łřăěćżţ şśńőćĺľ śńěďşěš, ůšő C^′_1 = 0 ĺ C^{′′}_1 = − (n + 1) C^{′′}_2 ; ŕő¡šőňş ćżřăęěŋĺ£ ďń£ ¡ńěňěŋšőć j-čő śšőńąűă ŕřĺňşš ćĺď x^{(j)}_k = k q^k_1 C^′_2, k ≤ j, x^{(j)}_k = (k − n − 1) q^k_1 C^{′′}_2 , k ≥ j.

Ŕřĺ k = j őąă ćżřăęěŋĺ£ ďőńęŋż śőćŕăśšĳ, š.ě. j q^j_1 C^′_2 = (j − n − 1) q^j_1 C^{′′}_2 . Őšś¿ďă ŕőńşůĺň ŕěřćőě śőőšŋőÿěŋĺě, ść£ğżćă¿źěě łőŋśšăŋšż C^′_2 ĺ C^{′′}_2 : C^′_2 = j − n − 1 j C^{′′}_2 . Šěŕěřĳ ŕőďśšăćĺň ¡šĺ ćżřăęěŋĺ£ ć śřěďŋěě şřăćŋěŋĺě c x^{(j)}_{j−1} + d x^{(j)}_j + c x^{(j)}_{j+1} = 1 ĺ ŕőńşůĺň ćšőřőě śőőšŋőÿěŋĺě, ść£ğżćă¿źěě łőŋśšăŋšż C^′_2 ĺ C^{′′}_2 : c (j − 1) q^{j−1}_1 C^′_2 + d j q^j_1 C^′_2 + c (j − n) q^{j+1}_1 C^{′′}_2 = 1.

Ĺğ ¡šĺţ ďćşţ śőőšŋőÿěŋĺľ śńěďşěš, ůšő C^′_2 = j − n − 1 c q^{j−1}_1 (j q^2_1 − j + n + 1)

, C^{′′}_2 = j c q^{j−1}_1 (j q^2_1 − j + n + 1) . Šăłĺň őąřăğőň, ć řăśśňőšřěŋŋőň śńşůăě śšőńąűż őąřăšŋőľ ňăšřĺűż ğăďă¿šś£ śńěďş¿źĺňĺ ćżřăęěŋĺ£ňĺ (j = 1, 2, . . ., n, k = 1, 2, . . ., n):

x^{(j)}_k = (j − n − 1) k q^{k−j+1}_1 c (j q^2_1 − j + n + 1) , k ≤ j, x^{(j)}_k = (k − n − 1) j q^{k−j+1}_1 c (j q^2_1 − j + n + 1) , k ≥ j. (4)

2) Ŕşśšĳ q_1 ≠ q_2, š.ě. |d| ≠ 2 |c|. Šőčďă j-ľ śšőńąěű őąřăšŋőľ ňăšřĺűż ğăŕĺÿěšś£ ć ćĺďě x^{(j)}_k = C^′_1 q^k_1 + C^′_2 q^k_2 , k ≤ j, x^{(j)}_k = C^{′′}_1 q^k_1 + C^{′′}_2 q^k_2 , k ≥ j, čďě C^′_1, C^′_2, C^{′′}_1 , C^{′′}_2 | łőŋśšăŋšż, ŕőďńěęăźĺě őŕřěďěńěŋĺ¿. Ŕőšřěąşěň, ůšőąż ¡šĺ ćżřăęěŋĺ£ śőćŕăńĺ ŕřĺ k = j:

C^′_1 q^j_1 + C^′_2 q^j_2 = C^{′′}_1 q^j_1 + C^{′′}_2 q^j_2.

Őšś¿ďă ŕőńşůĺň ŕěřćőě śőőšŋőÿěŋĺě, ść£ğżćă¿źěě ĺśłőňżě łőŋśšăŋšż: (C^′_1 − C^{′′}_1 ) q^j_1 = (C^{′′}_2 − C^′_2) q^j_2.

Ŕőďśšăćĺć ¡šĺ ćżřăęěŋĺ£ ć śřěďŋěě şřăćŋěŋĺě c x^{(j)}_{j−1} + d x^{(j)}_j + c x^{(j)}_{j+1} = 1, ŕőńşůĺň ćšőřőě śőőšŋőÿěŋĺě, ść£ğżćă¿źěě ĺśłőňżě łőŋśšăŋšż: c (C^{′′}_1 − C^′_1) q^{j+1}_1 + c (C^{′′}_2 − C^′_2) q^{j+1}_2 = 1.

Ĺğ ¡šĺţ śőőšŋőÿěŋĺľ ŕőńşůĺň C^{′′}_1 = C^′_1 + 1 c q^j_1 (q_1 − q_2)

, C^{′′}_2 = C^′_2 − 1 c q^j_2 (q_1 − q_2) , őšłşďă x^{(j)}_k = C^′_1 q^k_1 + C^′_2 q^k_2 , k ≤ j,

x^{(j)}_k = ( C^′_1 + 1 c q^j_1 (q_1 − q_2) ) q^k_1 + ( C^′_2 − 1 c q^j_2 (q_1 − q_2) ) q^k_2 , k ≥ j. Ĺğ ŕěřćőčő łřăěćőčő şśńőćĺ£ śńěďşěš, ůšő C^′_1 + C^′_2 = 0, š.ě. C^′_2 = −C^′_1. Ĺğ ćšőřőčő łřăěćőčő şśńőćĺ£ ŕőńşůĺň ćšőřőě śőőšŋőÿěŋĺě, ść£ğżćă¿źěě łőŋśšăŋšż C^′_1 ĺ C^′_2: ( C^′_1 + 1 c q^j_1 (q_1 − q_2) ) q^{n+1}_1 + ( C^′_2 − 1 c q^j_2 (q_1 − q_2) ) q^{n+1}_2 = 0.

Ĺğ ¡šĺţ śőőšŋőÿěŋĺľ śńěďşěš, ůšő

C^′_1 = − q^{n+1−j} 1 − q^{n+1−j}_2 c (q_1 − q_2) ( q^{n+1}_1 − q^{n+1}_2 ) . Šăłĺň őąřăğőň, ć śńşůăě řăğŋżţ łőřŋěľ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£ śšőńąűż őąřăšŋőľ ňăšřĺűż ğăďă¿šś£ śńěďş¿źĺňĺ ćżřăęěŋĺ£ňĺ (j = 1, 2, . . ., n, k = 1, 2, . . ., n): x^{(j)}_k = C^′_1 ( q^k_1 − q^k_2 ) , k ≤ j, x^{(j)}_k = C^′_1 ( q^k_1 − q^k_2 ) + q^{k−j}_1 − q^{k−j}_2 c (q_1 − q_2) , k ≥ j. (5) Řăśśňőšřĺň őšďěńĳŋő śńşůăľ, łőčďă d^2 < 4c^2, š.ě. łőřŋĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£ łőňŕńěłśŋżě ĺ ĺňě¿š ćĺď q_{1,2} = cos φ ± sin φ, cos φ = − d 2c . Ŕőśńě ŋěśńőęŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ťőřňşńż Ňşăćřă ŕőńşůĺň ĺğ (5), ůšő ć ¡šőň śńşůăě śšőńąűż őąřăšŋőľ ňăšřĺűż ğăďă¿šś£ śńěďş¿źĺňĺ ćżřăęěŋĺ£ňĺ (j = 1, 2, . . ., n, k = 1, 2, . . ., n): x^{(j)}_k = − sin (n + 1 − j) φ sin kφ c sin φ sin (n + 1) φ , k ≤ j, x^{(j)}_k = − sin (n + 1 − j) φ sin kφ c sin φ sin (n + 1) φ + sin (k − j) φ

sin φ , k ≥ j. Ěśńĺ d = 0, šő q_{1,2} = ± i. Šőčďă ĺğ ŕőśńěďŋĺţ ćżřăęěŋĺľ śńěďşěš, ůšő ňăšřĺűă (1) ćżřőęďěŋă ŕřĺ ŋěůěšŋżţ n.

3. Ćżůĺśńěŋĺě śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ

Ćżůĺśńĺň śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ λ ňăšřĺűż (1). Ăŋăńőčĺůŋő ŕ. 1 ğăłń¿ůăěň, ůšő şčńőćżě ňĺŋőřż A_k(λ) ňăšřĺűż A_n − λE ść£ğăŋż řěłşřřěŋšŋżň śőőšŋőÿěŋĺěň (E | ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă ŕőř£ďłă n) A_k(λ) = (d − λ) A_{k−1}(λ) − c^2A_{k−2}(λ), k = 1, 2, . . ., n, A_{−1}(λ) = 0, A_0(λ) = 1, ĺğ łőšőřőčő ŕőńşůĺň řăğŋőśšŋőě şřăćŋěŋĺě

A_k(λ) − (d − λ) A_{k−1}(λ) + c^2A_{k−2}(λ) = 0

ś ŋăůăńĳŋżňĺ şśńőćĺ£ňĺ A_1(λ) = d − λ, A_2(λ) = (d − λ)^2 − c^2.

Łőřŋĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£

q^2 − (d − λ) q + c^2 = 0

ğăŕĺÿěň ć ćĺďě

q_{1,2} = c ( d − λ 2c ) ± i|c| √ 1 − ( d − λ 2c )_2 . Ĺğ šěőřěňż ő łřşčăţ Čěřÿčőřĺŋă śńěďşěš, ůšő |d − λ| ≤ 2 |c|, š.ě. | | | | d − λ 2c | | | | ≤ 1. Ŕő¡šőňş ňż ňőęěň őąőğŋăůĺšĳ d − λ 2c = cos φ ĺ, łăł ¡šő ążńő śďěńăŋő ć ŕ. 1, ŕřěďśšăćĺšĳ łőřŋĺ q_{1,2} ć šřĺčőŋőňěšřĺůěśłőľ ťőřňě q_{1,2} = c (cos φ ± i sin φ) .

Šőčďă

A_k(λ) = αc^k(cos φ + i sin φ)^k + βc^k(cos φ − i sin φ)^k = (α + β) c^k cos kφ + i (α − β) c^k sin kφ = = α^′c^k cos kφ + β^′c^k sin kφ.

Ŋăůăńĳŋżě şśńőćĺ£ ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě

A_1(λ) = d − λ = d − λ 2c 2c = 2c cos φ,

A_2(λ) = (d − λ)^2 − c^2 = c^2 ( 4 ( d − λ 2c )_2 − 1 ) = c^2 ( 4 cos^2 φ − 1 ) . Ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ α^′ ĺ β^′ ĺňěěň śĺśšěňş ĺğ ďćşţ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ

A_1(λ) = α^′c cos φ + β^′c sin φ = 2c cos φ, A_2(λ) = α^′c^2 cos 2φ + β^′c^2 sin 2φ = c^2 ( 4 cos^2 φ − 1 ) , řěÿă£ łőšőřş¿ ŕőńşůĺň α^′ = 1, β^′ = cos φ sin φ . Ğăňěšĺň, ůšő cos φ ≠ ± 1 ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, sin φ ≠ 0. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ cos φ = 1. Šőčďă d − λ 2c =

1 ĺ λ = d − 2c. Őďŋăłő ŕřĺ ¡šőň λ ćżŕőńŋěŋő A_n(λ) ≠ 0, ŕőśłőńĳłş

A_n(λ) =

| | | | | | | | | | | d − λ c c d − λ c c d − λ c ... ... ... c d − λ c c d − λ

| | | | | | | | | | | =

| | | | | | | | | | |

2c c c 2c c c 2c c ... ... ... c 2c c c 2c

| | | | | | | | | | | =

= c^n

| | | | | | | | | | |

2 1 1 2 1 1 2 1 ... ... ...

1 2 1 1 2

| | | | | | | | | | | ≠ 0

ć śĺńş (2). Ăŋăńőčĺůŋő řăśśňăšřĺćăěšś£ śńşůăľ cos φ = 1.

Ĺšăł, ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ A_k(λ) ĺňěěň śőőšŋőÿěŋĺě

A_k(λ) = c^k cos kφ + c^k cos φ sin φ sin kφ = c^k cos kφ sin φ + cos φ sin kφ sin kφ = = c^k sin (k + 1) φ sin φ . Ĺğ şřăćŋěŋĺ£ A_n(λ) = 0 śńěďşěš, ůšő sin (n + 1) φ = 0, š.ě. φ = π n + 1 k, k = 1, 2, . . ., n, ŕřĺůěň k ≠ 0

ĺ k ≠ n + 1, ŕőśłőńĳłş ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě őłăęěšś£, ůšő sin φ = 0. Ĺğ d − λ_k 2c = cos π n + 1 k ŕőńşůĺň

ćżřăęěŋĺě ďń£ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ ňăšřĺűż (1):

λ_k = d − 2c cos π n + 1 k, k = 1, 2, . . ., n. (6) Ŕřěďśšăćĺň šěŕěřĳ ćżřăęěŋĺě (6) ďń£ śŕěłšřă ňăšřĺűż (1) ć ťőřňě

λ_k = d − 2c cos π n + 1 k = 2c ( d 2c − cos π n + 1 k ) = 2c ( d 2c − 1 + 1 − cos π n + 1 k ) = = 2c ( d 2c − 1 + 2 sin^2 π 2(n + 1) k ) = d − 2c + 4c sin^2 π 2(n + 1) k (7)

ĺ ŕőłăęěň, ůšő ěě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ňőčşš ążšĳ ćżřăęěŋż šăłęě śńěďş¿źěľ ťőřňşńőľ:

λ_k = d + 2c cos π n + 1 k, k = 1, 2, . . ., n. (8) Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ăŋăńőčĺůŋżňĺ ćżłńăďłăňĺ ťőřňşńă (8) ŕřěőąřăğşěšś£ ł ćĺďş

λ_k = d − 2c + 4c cos^2 π 2(n + 1) k = d − 2c + 4c sin^2 ( π 2 − π 2(n + 1) k ) = = d − 2c + 4c sin^2 π 2(n + 1) (n + 1 − k). Ńěčłő ğăňěšĺšĳ, ůšő ć ŕőśńěďŋěň řăćěŋśšćě ĺ ć (7) ăřčşňěŋšż ş śĺŋşśă ŕřőąěčă¿š őďŋĺ ĺ šě ęě šőůłĺ ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ, ŋő ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ ŋăŕřăćńěŋĺ£ţ. Śńěďőćăšěńĳŋő, śŕěłšř ňăšřĺűż (1) ňőęěš ążšĳ ćżřăęěŋ łăł ťőřňşńőľ (6), šăł ĺ ťőřňşńőľ (8). Ł šăłőňş ęě ğăłń¿ůěŋĺ¿ ňőęŋő ŕřĺďšĺ, ěśńĺ ŕřěőąřăğőćăšĳ ŕřěďśšăćńěŋĺě (7) śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

λ_k = d − 2c + 4c sin^2 π 2(n + 1) k = d − 2c + 4c cos^2 ( π 2 − π 2(n + 1) k ) = = d + 2c − 4c sin^2 π 2(n + 1) (n + 1 − k). (9)

Šăłĺň őąřăğőň, ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ ğďěśĳ ťőřňşń śńěďşěš, ůšő | ćśě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ňăšřĺűż (1) ńěęăš ć ĺŋšěřćăńě (d − 2c, d + 2c) ĺ śčşźă¿šś£ ł ěčő čřăŋĺűăň;

| ňăšřĺűă (1) ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă, ěśńĺ d > 0 ĺ d ≥ 2 |c|;

| śŕěłšřż śĺňňěšřĺůŋżţ £łőąĺěćżţ ňăšřĺű ś ŕőąőůŋżňĺ ďĺăčőŋăń£ňĺ, řăćŋżňĺ c ĺ −c, śőćŕăďă¿š ŕřĺ őďĺŋăłőćżţ ğŋăůěŋĺ£ţ d.

Ďń£ šőčő ůšőąż řăśŕőńőęĺšĳ śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ňăšřĺűż (1) ć ĺŋšěřćăńě (d − 2c, d + 2c) śńěćă ŋăŕřăćő (š.ě. ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£), ć ťőřňşńě (6) ğŋăůěŋĺ£ k śńěďşěš ňěŋ£šĳ őš 1 ďő n ŕřĺ c > 0 ĺ őš n ďő 1 ŕřĺ c < 0.

4. Ćżůĺśńěŋĺě śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć

Ďń£ šőčő ůšőąż ćżůĺśńĺšĳ śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ňăšřĺűż (1), ŋěőąţőďĺňő ďń£ łăęďőčő ěě śőąśšćěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ λ_k ŋăľšĺ ŋěŋşńěćőě řěÿěŋĺě őďŋőřőďŋőľ ńĺŋěľŋőľ śĺśšěňż (A_n − λ_k E) x^{(k)} = 0. Ěśńĺ ďń£ λ_k ćżąřăšĳ ŕřěďśšăćńěŋĺě (6), šő ¡šă śĺśšěňă ¡łćĺćăńěŋšŋă śĺśšěňě ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ

c x^{(k)}_{j−1} + 2c cos πk n + 1 x^{(k)}_j + c x^{(k)}_{j+1} = 0, j = 1, 2, . . ., n,

čďě x^{(k)}_0 = 0 ĺ x^{(k)}_{n+1} = 0. Ŕőśńě śőłřăźěŋĺ£ ŋă c, ąşďěň ěě řăśśňăšřĺćăšĳ łăł řăğŋőśšŋş¿ łřăěćş¿ ğăďăůş. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő q_{1,2} = − ( cos πk n + 1

± i sin πk n + 1 ) £ćń£¿šś£ łőřŋ£ňĺ ţăřăłšěřĺ-

śšĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£. Šőčďă őąźěě řěÿěŋĺě ¡šőľ řăğŋőśšŋőľ ğăďăůĺ ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě x^{(k)}_j = (−1)^jC_1 cos jπk n + 1

+ (−1)^j C_2 sin jπk n + 1

. Ĺğ ŕěřćőčő łřăěćőčő şśńőćĺ£ śńěďşěš, ůšő C_1 = 0. Őšś¿ďă ğăłń¿ůăěň, ůšő x^{(k)}_j = (−1)^jC_2 sin jπk n + 1 , j = 1, 2, . . ., n, k = 1, 2, . . ., n (10) £ćń£¿šś£ łőňŕőŋěŋšăňĺ śőąśšćěŋŋőčő ćěłšőřă, śőőšćěšśšćş¿źěčő śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ_k (ğăňěšĺň, ůšő ćšőřőě łřăěćőě şśńőćĺě şďőćńěšćőř£ěšś£ ŕřĺ ń¿ąőň C_2). Ć łăůěśšćě őďŋőčő ĺğ ćőğňőęŋżţ śŕőśőąőć ŋőřňĺřőćłĺ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ňőęŋő ćğ£šĳ ć (10) şśńőćĺě C_2 = 1.

Ŕřőŋőřňĺřşěň šěŕěřĳ ŕőńşůěŋŋżě śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż šăł, ůšőąż ŕěřćă£ łőňŕőŋěŋšă łăęďőčő ćěłšőřă řăćŋ£ńăśĳ 1. Šőčďă ĺğ (10) śńěďşěš, ůšő ďń£ k = 1, 2, . . ., n

x^{(k)}_1 = 1,

x^{(k)}_j = (−1)^{j+1} sin jπk n + 1 sin πk n + 1 , j = 2, 3, . . ., n. (11)

Ğăňěšĺň, ůšő ťőřňşńă (11) őŕřěďěń£ěš śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż x^{(k)}, şŕőř£ďőůěŋŋżě šăłĺň őąřăğőň, ůšő őŋĺ śőőšćěšśšćş¿š śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň λ_k, řăśŕőńőęěŋŋżň ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£.

Ĺ ŋăłőŋěű, ŕőńşůĺň ĺğ (10) śĺśšěňş ŋőřňĺřőćăŋŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć (ěćłńĺďőćă ŋőřňă łăęďőčő šăłőčő ćěłšőřă řăćŋă 1). İšő őğŋăůăěš, ŋăďő ŕőďőąřăšĳ łőŋśšăŋšş C_2 ĺğ şśńőćĺ£

C^2_2 ( sin^2 πk n + 1

+ sin^2 2πk n + 1

+ · · · + sin^2 nπk n + 1 ) = C^2_2 n∑ j=1 sin^2 jπk n + 1

= 1.

Ćżřăğĺć łăęďőě śńăčăěňőě ůěřěğ łőśĺŋşś ďćőľŋőčő ăřčşňěŋšă sin^2 jπk n + 1 = 1 2 ( 1 − cos 2jπk n + 1 ) , ŕěřěŕĺÿěň ¡šő şśńőćĺě ŋőřňĺřőćłĺ ć ćĺďě

C^2_2 n 2 − 1 2 n∑ j=1 cos 2jπk n + 1 = 1. Ŕőłăęěň, ůšő ŕőśńěďŋ££ śşňňă řăćŋă −1.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕőńőęĺć ďń£ şŕřőźěŋĺ£ ćżłńăďőł α = 2πk n + 1

, ŕřěďśšăćĺň ěě ć ťőřňě n∑ j=1 cos 2jπk n + 1 = n∑ j=1 cos ( 2πk n + 1

+ (j − 1) 2πk n + 1 ) = n∑ j=1 cos (α + (j − 1) α) .

Ŕřĺňěŋ££ ğăšěň ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ťőřňşńş 2 sin b cos a = sin (a + b) − sin (a − b), ŕőńşůĺň śőćőłşŕŋőśšĳ řăćěŋśšć 2 sin α 2 cos α = sin ( α + 1 2 α ) − sin ( α − 1 2 α ) , 2 sin α 2 cos (α + α) = sin ( α + 3 2 α ) − sin ( α + 1 2 α ) , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 sin α 2 cos (α + (n − 2) α) = sin ( α + 2n − 3 2 α ) − sin ( α + 2n − 5 2 α ) , 2 sin α 2 cos (α + (n − 1) α) = sin ( α + 2n − 1 2 α ) − sin ( α + 2n − 3 2 α ) . Śńőęĺć ŕőůńěŋŋő ¡šĺ řăćěŋśšćă, ŕőńşůĺň

2 sin α 2 n∑ j=1 cos (α + (j − 1) α) = sin ( α + 2n − 1 2 α ) − sin ( α − 1 2 α ) = sin ( (n + 1) α − α 2 ) − sin ( α 2 ) = = sin ( 2πk − πk n + 1 ) − sin ( πk n + 1 ) = −2 sin α 2 , őšłşďă_n ∑ j=1 cos 2jπk n + 1 = −1. Śńěďőćăšěńĳŋő, şśńőćĺě ŋőřňĺřőćłĺ ŕřĺňěš ćĺď

C^2_2 n 2 − 1 2 n∑ j=1 cos 2jπk n + 1

= C^2_2 ( n 2 + 1 2 ) = C^2_2 n + 1 2 = 1,

ŕő¡šőňş ďń£ ćśěţ k = 1, 2, . . ., n (š.ě. ďń£ ń¿ąőčő śőąśšćěŋŋőčő ćěłšőřă) ĺňěěň

C_2 = √ 2 n + 1 . Šăłĺň őąřăğőň, śĺśšěňş ŋőřňĺřőćăŋŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ňăšřĺűż (1) őąřăğş¿š ćěłšőřż

x^{(k)}_j = √ 2 n + 1 sin jπk n + 1 , j = 1, 2, . . ., n, k = 1, 2, . . ., n. Ğăňěšĺň, ůšő ¡šĺ ćěłšőřż £ćń£¿šś£ śšőńąűăňĺ őřšőčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűż. Śńěďőćăšěńĳŋő, ňăšřĺűă (1) ţőřőÿő őąşśńőćńěŋă ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ŕřőąńěňě śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ. İšő ŕőďšćěřęďăěš ĺğćěśšŋżľ ťăłš, ůšő ćś£łă£ śĺňňěšřĺůŋă£ ňăšřĺűă őąńăďăěš šăłĺň śćőľśšćőň.

5. Ŕřĺňěř

Ć łăůěśšćě ŕřĺňěřă ćőğĳňěň ňăšřĺűż

A^{(1)}n =

2 −1 −1 2 −1 ... ... ...

, A^{(2)}_n = 2 1 1 2 1 ... ... ... ,

A^{(3)}_n =

−2 1 1 −2 1 ... ... ...

, A^{(4)}_n = −2 −1 −1 −2 −1 ... ... ...

ĺ ćżůĺśńĺň ĺţ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ, řăśśňőšřěŋŋżě ćżÿě ďń£ ňăšřĺű ćĺďă (1).

1) Ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ őŕřěďěńĺšěńěľ ĺśŕőńĳğşěň ťőřňşńş (2): det ( A^{(1)}_n ) = det ( A^{(2)}_n ) = 1 + n, det ( A^{(3)}_n ) = det ( A^{(4)}_n ) = (−1)^n (1 + n) .

Őšś¿ďă ćĺďŋő, ůšő ňăšřĺűż A^{(1)}n , A^{(2)}n ĺ A^{(3)}n , A^{(4)}n £ćń£¿šś£ ŕőńőęĺšěńĳŋő ĺ őšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋżňĺ śőőšćěšśšćěŋŋő.

2) Ŕěřěď ćżůĺśńěŋĺěň őąřăšŋżţ ňăšřĺű ğăňěšĺň, ůšő łőřŋĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ, śőőšćěšśšćş¿źĺţ ňăšřĺűăň A^{(1)}n ĺ A^{(2)}n , ĺňě¿š ćĺď

q^{(1)}_{1,2} = 1 ĺ q^{(2)}_{1,2} = −1.

Šőčďă ĺğ ťőřňşńż (4) śńěďşěš, ůšő śšőńąűż őąřăšŋżţ ňăšřĺű A^{(1)}n^{−1} ĺ A^{(2)}n^{−1} őŕřěďěń£¿šś£ śőőšćěšśšćěŋŋő ćżřăęěŋĺ£ňĺ (j = 1, 2, . . ., n, k = 1, 2, . . ., n)

x^{(j)}_k =

(n + 1 − j) k n + 1

, x^{(j)}_k = (−1)^{k−j+2}

(n + 1 − j) k

n + 1 , k ≤ j, x^{(j)}_k =

(n + 1 − k) j n + 1

, x^{(j)}_k = (−1)^{k−j+2}

(n + 1 − k) j

n + 1 , k ≥ j. Ŕřĺćěďěň ćĺď őąřăšŋżţ ňăšřĺű A^{(1)}n^{−1} ĺ A^{(2)}n^{−1} ďń£ n = 2, 3, 4, 5.

Śńşůăľ n = 2: A^{(1)}_n^{−1} = 1 3 ( 2 1 1 2 ) , A^{(2)}_n^{−1} = 1 3 ( 2 −1 −1 2 ) . Śńşůăľ n = 3:

A^{(1)}_n^{−1} = 1 4 3 2 1 2 4 2 1 2 3

, A^{(2)}_n^{−1} = 1 4 3 −2 1 −2 4 −2 1 −2 3 . Śńşůăľ n = 4:

A^{(1)}_n^{−1} = 1 5 4 3 2 1 3 6 4 2 2 4 6 3 1 2 3 4

, A^{(2)}_n^{−1} = 1 5 4 −3 2 −1 −3 6 −4 2 2 −4 6 −3 −1 2 −3 4 . Śńşůăľ n = 5:

A^{(1)}_n^{−1} = 1 6 5 4 3 2 1 4 8 6 4 2 3 6 9 6 3 2 4 6 8 4 1 2 3 4 5

, A^{(2)}_n^{−1} = 1 6 5 −4 3 −2 1 −4 8 −6 4 −2 3 −6 9 −6 3 −2 4 −6 8 −4 1 −2 3 −4 5 .

Ğăňěšĺň, ůšő A^{(3)}_n^{−1} = −A^{(1)}_n^{−1} ĺ A^{(4)}_n^{−1} = −A^{(2)}_n^{−1}.

Ŕőńşůĺň šěŕěřĳ ůĺśńă őąşśńőćńěŋŋőśšĺ şłăğăŋŋżţ ňăšřĺű ŕő ∞-ŋőřňě. Ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő ćżůĺśńĺšĳ šőńĳłő cond_∞ A^{(1)}n , ŕőśłőńĳłş ůĺśńă őąşśńőćńěŋŋőśšĺ ¡šĺţ ňăšřĺű śőćŕăďă¿š.

Ŕřěőąřăğşěň śşňňş ¡ńěňěŋšőć j-čő śšőńąűă ňăšřĺűż A^{(1)}n^{−1} śńěďş¿źĺň őąřăğőň: j∑ k=1 (n + 1 − j) k n + 1 + n∑ k=j+1 (n + 1 − k) j n + 1 = 1 n + 1 ( (n + 1 − j) j∑ k=1 k + j n∑ k=j+1 (n + 1 − k) ) = = 1 n + 1 ( (n + 1 − j) j (j + 1) 2 + j (n + 1) (n − j) − j

(n − j) (j + 1 + n) 2 ) = j (n + 1 − j) 2 .

Ĺğ ¡šőľ ğăŕĺśĺ ğăłń¿ůăěň, ůšő ňăłśĺňşň śşňňż ďőśšĺčăěšś£ ŕřĺ j = n 2 ĺńĺ j = n 2 + 1, ěśńĺ n ůěšŋő,

ĺ ŕřĺ j = n + 1 2 , ěśńĺ n ŋěůěšŋő. Śńěďőćăšěńĳŋő, ‖ ‖A^{(1)}_n^{−1} ‖ ‖_∞ = n (n + 2) 8 , ěśńĺ n ůěšŋő,

(n + 1)^2 8 , ěśńĺ n ŋěůěšŋő.

Ŕőśłőńĳłş ‖ ‖ ‖A^{(1)}n ‖ ‖ ‖_∞ = 4, šő ŕőńşůăěň, ůšő

cond_∞ A^{(1)}_n = n (n + 2) 2 , ěśńĺ n ůěšŋő,

(n + 1)^2 2 , ěśńĺ n ŋěůěšŋő.

3) Őąřăšĺňś£ šěŕěřĳ ł ćżůĺśńěŋĺ¿ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ. Ĺğ (7) ĺ (9) śńěďşěš, ůšő śŕěłšřż ňăšřĺű A^{(1)}n ĺ A^{(2)}n őąřăğş¿š śőćŕăďă¿źĺě ňŋőęěśšćă { 4 sin^2 π 2(n + 1) (n + 1 − k) , k = n, n − 1, . . ., 1 } ĺ { 4 sin^2 π 2(n + 1) k, k = 1, 2, . . ., n } , ă ňăšřĺű A^{(3)}n ĺ A^{(4)}n | šăłęě śőćŕăďă¿źĺě ňŋőęěśšćă { −4 sin^2 π 2(n + 1) (n + 1 − k) , k = n, n − 1, . . ., 1 } ĺ { −4 sin^2 π 2(n + 1) k, k = 1, 2, . . ., n } . Őšś¿ďă ćĺďŋő, ůšő śŕěłšřăńĳŋżě ůĺśńă őąşśńőćńěŋŋőśšĺ ¡šĺţ ňăšřĺű śőćŕăďă¿š. Ŕő¡šőňş őčřăŋĺůĺňś£ śńşůăěň őűěŋĺćăŋĺ£ cond_2 A^{(2)}n łăł ŋăĺąőńěě ŕřőśšżň ďń£ ăŋăńĺğă:

cond_2 A^{(2)}_n = max_k λ_k

min_k λ_k = 4 sin^2 πn 2(n + 1) 4 sin^2 π 2(n + 1) ∼ 1 ( π 2(n + 1)

)_2 ∼ 4 π^2 n^2.

Ćżŕĺÿěň śŕěłšřż ňăšřĺű A^{(1)}n ĺ A^{(2)}n ďń£ ŋěłőšőřżţ ğŋăůěŋĺľ n (śŕěłšřż ňăšřĺű A^{(3)}n ĺ A^{(4)}n řăśŕőńőęěŋż śĺňňěšřĺůŋő ĺň őšŋőśĺšěńĳŋő ŋşń£):

n = 2 : {1, 3}, n = 3 : { 2 − √ 2, 2, 2 + √ 2 } , n = 4 : { 3 − √ 5 2 , 5 − √ 5 2 , 3 + √ 5 2 , 5 + √ 5 2 } , n = 5 : { 2 − √ 3, 1, 2, 3, 2 + √ 3 } . 4) Šěŕěřĳ ćżŕĺÿěň śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ňăšřĺű A^{(1)}n ĺ A^{(2)}n , ŕőńşůěŋŋżě ŕő ťőřňşńě (11) ďń£ n = 2, 3, 4, 5. Śńşůăľ n = 2:

λ_1 = 1 : {1, −1}, λ_2 = 3 : {1, 1}. Śńşůăľ n = 3:

λ_1 = 2 − √ 2 : { 1, − √ 2, 1 } , λ_2 = 2 : {1, 0, −1}, λ_3 = 2 + √ 2 : { 1, √ 2, 1 } . Śńşůăľ n = 4:

λ_1 = 3 − √ 5 2 : { 1, − 1 + √ 5 2 , 1 + √ 5 2 , −1 } , λ_2 = 5 − √ 5 2 : { 1, − 1 − √ 5 2 , − 1 − √ 5 2 , 1 } ,

λ_3 = 3 + √ 5 2 : { 1, 1 − √ 5 2 , − 1 − √ 5 2 , −1 } , λ_4 = 5 + √ 5 2 : { 1, 1 + √ 5 2 , 1 + √ 5 2 , 1 } .

Śńşůăľ n = 5:

λ_1 = 2 − √ 3 : { 1, − √ 3, 2, − √ 3, 1 } , λ_2 = 1 : {1, −1, 0, 1, −1}, λ_3 = 2 : {1, 0, −1, 0, 1}, λ_4 = 3 : {1, 1, 0, −1, −1},

λ_5 = 2 + √ 3 : { 1, √ 3, 2, √ 3, 1 } . Śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ňăšřĺű A^{(3)}n ĺ A^{(4)}n , ŋőřňĺřőćăŋŋŋżě ŕő ťőřňşńě (11), śőćŕăďă¿š ś şłăğăŋŋżňĺ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ğŋăłă.

Ńĺšěřăšşřă

1. Ćőěćőďĺŋ Ć.Ć., Łşğŋěűőć đ.Ă. Ňăšřĺűż ĺ ćżůĺśńěŋĺ£. Ň.: Ŋăşłă, 1984.

2. Ąăţćăńőć Ŋ.Ś., Ęĺďłőć Ŋ.Ŕ., Łőąěńĳłőć Č.Ň. Ůĺśńěŋŋżě ňěšőďż. Ň.: Ŋăşłă, 1987.